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第８回 データ解析 
（連立方程式，逆行列，多変量解析１） 

 

目標 
・連立１次方程式の解法を学ぶ 

・逆行列の算出法を学ぶ 

・多変量解析の基礎を学ぶ 

 

0. 準備 
今日の作業をするディレクトリを作成しなさい． 

% mkdir 20131128 

% cd 20131128 

 

1. 連立 1 次方程式と逆行列 
1.1. 掃き出し法 
以下のような連立方程式を考える． 

  

€ 

a11x1 + a12x2 + a13x3 ++ a1n xn = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 ++ a2n xn = b2
a31x1 + a32x2 + a33x3 ++ a3n xn = b3


an1x1 + an2x2 + an3x3 ++ ann xn = bn

  (1) 

上記の連立方程式は以下のように表わすことができる． 

  

€ 

a11 a12 a13  a1n
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

x1
x2
x3

xn

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

=

b1
b2
b3

bn

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

  (2) 

この解を求める為には，以下のような操作を行う．まず第１行を a11で割る． 

  

€ 

1 a12 a11 a13 a11  a1n a11
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

x1
x2
x3

xn

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

=

b1 a11
b2
b3

bn

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

  (3) 
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次に第２行から第 n行に対して第１行に

€ 

a21から

€ 

an1をそれぞれ掛けたものを引く． 

1 a12 a11 a13 a11  a1n a11
0 a22 − a21 a12 a11 a23 − a21 a13 a11  a2n − a21 a1n a11
0 a32 − a31 a12 a11 a33 − a31 a13 a11  a3n − a31 a1n a11
    
0 an2 − an1 a12 a11 an3 − an1 a13 a11  ann − an1 a1n a11

"

#

$
$
$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'
'
'

x1
x2
x3

xn

"

#

$
$
$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'
'
'

=

b1 a11
b2 − a21 b1 a11
b3 − a31 b1 a11


bn − an1 b1 a11

"

#

$
$
$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'
'
'

 (4) 

第２列～第 n列に関しても同様な操作を繰り返し 

  

€ 

1 0 0  0
0 1 0  0
0 0 1  0
    
0 0 0  1

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

x1
x2
x3

xn

" 
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$ 
$ 
$ 
$ 
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& 
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' 
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' 
' ' 

=

B1
B2
B3

Bn

" 

# 
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$ 
$ 
$ $ 
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& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

  (5) 

となったときの上辺が解である． 

 

＜注意点＞ 
この方法では消去の各段階で a11, a22,!, ann（これらを軸要素と呼ぶ）で除算を行う．軸要素の

値が 0 に近いと解の精度が軸要素の精度以下となってしまう．それを避けるため，消去の各段
階で aijの中から絶対値の最大要素 apqを見つけ出し，apqが akkの位置にくるように方程式と変

数の順序の入れ替えを行う必要がある． 

 

掃き出し法のサブルーチン例を以下に示す．  
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      subroutine GJM(A,n,m) 

      implicit none 

      real*8 A(n,m),max,W 

      integer Work(n),i,j,n,m,k,p,q,iw 

      do i=1,n 

        Work(i)=i 

      enddo 

      do k=1,n 

        max=abs(A(k,k)) 

        p=k 

        q=k 

        do j=k,n 

          do i=k,n 

            if(max.lt.abs(A(i,j))) then 

              max=abs(A(i,j)) 

              p=i 

              q=j 

            endif 

          enddo 

        enddo 

        do i=1,n 

          W=A(i,k) 

          A(i,k)=A(i,q) 

          A(i,q)=W 

        enddo 

        do j=k,m 

          W=A(k,j) 

          A(k,j)=A(p,j) 

          A(p,j)=W 

        enddo 

        i=Work(k) 

        Work(k)=Work(q) 

        Work(q)=i 

        do j=k+1,m 

          A(k,j)=A(k,j)/A(k,k) 

        enddo 

        do i=1,n 

          if(i.ne.k) then 

            do j=k+1,m 
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            do j=k+1,m 

              A(i,j)=A(i,j)-A(i,k)*A(k,j) 

            enddo 

          endif 

        enddo 

      enddo 

      do j=n+1,M 

        do i=1,n 

          iw=Work(i) 

          A(iw,n)=A(i,j) 

        enddo 

        do i=1,n 

          A(i,j)=A(i,n) 

        enddo 

      enddo 

      return 

      end 
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練習問題１ 

上記のサブルーチンを用いて次の連立方程式を解け． 

€ 

2x1 − 2x2 + x3 − x4 = −3
x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = −7
−2x1 + x2 + 2x3 + 5x4 = 8
3x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 4

  (6) 

http://www.eps.nagoya-u.ac.jp/~morota/NumericalAnalysis/example01.f からダウンロ

ード可能． 

 

1.2. 逆行列 
行列 Aとその逆行列 Bを以下のように定義する． 

  

€ 

A =

a11 a12 a13  a1n
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

 

  

€ 

A−1 = B =

b11 b12 b13  b1n
b21 b22 b23  b2n
b31 b32 b33  b3n
    
bn1 bn2 bn3  bnn

# 

$ 

% 
% 
% 
% 
% % 

& 

' 

( 
( 
( 
( 
( ( 

 (7) 

行列 Aが与えられたとき，逆行列 Bは掃き出し法のアルゴリズムで解くことができる． 

定義より， 

  

€ 

a11 a12 a13  a1n
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

b11 b12 b13  b1n
b21 b22 b23  b2n
b31 b32 b33  b3n
    
bn1 bn2 bn3  bnn

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

=

1 0 0  0
0 1 0  0
0 0 1  0
    
0 0 0  1

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

 (8) 

となり，行列 Bを分けて表わすと， 

  

€ 

a11 a12 a13  a1n
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

b11
b21
b31

bn1

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

=

1
0
0

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 
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€ 

a11 a12 a13  a1n
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

b12
b22
b32

bn2

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

=

0
1
0

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

 

  

€ 

 

  

€ 

a11 a12 a13  a1n
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

b1n
b2n
b3n

bnn

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

=

0
0
0

1

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

 

となり，これは n 個の連立方程式から

€ 

bijを求めることであり，掃き出し法のアルゴリズムで解
くことができる．つまり， 

  

€ 

a11 a12 a13  a1n
a21 a22 a23  a2n
a31 a32 a33  a3n
    
an1 an2 an3  ann

1 0 0  0
0 1 0  0
0 0 1  0
    
0 0 0  1

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

  (9) 

を掃き出し法により以下のかたちに変換したとき 

  

€ 

1 0 0  0
0 1 0  0
0 0 1  0
    
0 0 0  1

A11 A12 A13  A1n
A21 A22 A23  A2n
A31 A32 A33  A3n
    
An1 An2 An3  Ann

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 
' ' 

  (10) 

行列

€ 

Aijが逆行列

€ 

bijを表わしている． 
 

練習問題２ 

練習問題１のプログラムを書き換えて，逆行列を算出するプログラムをつくれ．このプログラム

を用いて，以下の行列の逆行列を算出せよ． 

€ 

A =

−1 2 1
2 −1 −2
3 5 −1

# 

$ 

% 
% 
% 

& 

' 

( 
( 
( 
  (11) 
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2. 多変量解析 
多変量解析とは，多くの変数データの間に隠れた傾向を統計的に抽出する方法である． 
ここでは多変量解析の導入を学ぶ． 
2.1. 重回帰分析 
以前，２変量データに対して一次式の最小二乗法フィッティングを学んだ（第三回「DOループ
の応用」参照）．次は多変量 xiの一次式でのフィッティングを考える． 

y = a0 + a1x1 + a2x2 ++ anxn = a0 + aixi
i=1

n

∑  (3) 

関数のフィッティングの条件は観測データ（ここでデータ数はm）と関数との差の自乗和 

Q = {yj − (a0 + aixij
i=1

n

∑ )}2
j=1

m

∑  (4) 

が最小になることである．よって，それぞれの aiでQを偏微分して 0になる場合を考えればよ

い． 

∂Q
∂a0

= −2 yj − a0 + a1x1 j +…+ anxnj( ){ }
j=1

m

∑ = 0

∂Q
∂a1

= −2 x1 j y j − a0 + a1x1 j +…+ anxnj( ){ }
j=1

m

∑ = 0



∂Q
∂an

= −2 xnj yj − a0 + a1x1 j +…+ anxnj( ){ }
j=1

m

∑ = 0

$

%

&
&
&
&

'

&
&
&
&

 (5) 

これを整理すると， 

a0m+ a1 x1 j
j=1

m

∑ ++ an xnj
j=1

m

∑ = yj
j=1

m

∑

a0 x1 j
j=1

m

∑ + a1 x1 j
2

j=1

m

∑ ++ an x1 j xnj
j=1

m

∑ = x1 j y j
j=1

m

∑



a0 xnj
j=1

m

∑ + a1 x1 j xnj
j=1

m

∑ ++ an xnj
2

j=1

m

∑ = xnj yj
j=1

m

∑

"

#

$
$
$
$

%

$
$
$
$

 (6) 

となる．第一式を a0 = y − a1x1 −− anxnとしたものを第二式以降に代入し， 
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Sii = (xii − xi )
2

j=1

m

∑ (i =1,2,…,n)

Sik = (xij − xi )(xkj − xk )
j=1

m

∑ (i ≠ k, i =1,2,…,n, k =1,2,…,n)

Siy = (xij − xi )(yj − y )
j=1

m

∑ (i =1,2,…,n)

  (7) 

とすると，∂Q ∂ai = 0の連立方程式は以下のようになる． 

S11a1 + S12a2 ++ S1nan = S1y
S21a1 + S22a2 ++ S2nan = S2 y


Sn1a1 + Sn2a2 ++ Snnan = Sny

!

"

#
#

$

#
#

 (8) 

これを行列で表わすと以下のようになる． 

S11 S12  S1n
S21 S22  S2n
   
Sn1 Sn2  Snn

!

"

#
#
#
#
#

$

%

&
&
&
&
&

a1
a2

an

!

"

#
#
#
#
#

$

%

&
&
&
&
&

=

S1y
S2 y

Sny

!

"

#
#
#
#
#

$

%

&
&
&
&
&

 (9) 

a0は a0 = y − a1x1 −− anxnから計算できる． 

 

練習問題３ 

以下のようなデータがある．これを(3)式でフィッティングせよ． 
y x1 x2 x3 x4 

-13.5D0 1.2D0 3.2D0 2.2D0 4.D0 
10.3D0 3.5D0 4.D0 3.3D0 3.D0 
-64.5D0 -5.D0 6.D0 5.5D0 6.D0 
44.2D0 4.3D0 -3.D0 6.D0 2.D0 
10.D0 2.D0 3.D0 2.D0 1.D0 
4.8D0 5.5D0 4.3D0 5.D0 7.D0 

http://www.eps.nagoya-u.ac.jp/~morota/NumericalAnalysis/data03.dat からダウンロー

ド可能． 

 

3. 宿題 
練習問題３のプログラムと結果を下記アドレスに送ること． 

宿題の提出先:  城野 (sirono@eps.nagoya-u.ac.jp) 

諸田 (morota@eps.nagoya-u.ac.jp)  

加藤 (katou.shinsuke@h.mbox.nagoya-u.ac.jp) 
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宿題のしめきり： 12 月 3 日（火曜日） 

 

４. ログアウト 
作業が終了したら必ずログアウトしてください．  

・ログアウト 

 「マーク」=>「…をログアウト」 

 


